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Exercice 1 Etudier la nature des séries numériques
suivantes avec le test de convergence indiqué.

1. Condition nécessaire de convergence :

(a) Uy, = 27:;11 ’
(b) Vo=Vn?+n—n;

(c) W, = Arcsin(%) .
2. Test de d’Alembert :

(a) U, W,
(b) V, = (n+1)((72b;r)2) 2n)
(c) Wo =131
3. Test de Cauchy
() Un =3
(b) Vo= (355)"
(¢) W, = (Arcsin(2))"
4. Test de comparaison :
(0) Un= 55
(b) Vo = Gartymrsy 7
(c) Wo= (D"

5. Test d’équivalence :

(a) Un = Gom@arn 7
(b) Vo = (sin($))?;
(c) Wo =In("41) .

Exercice 2 Etudier la nature des séries alternées
sutvantes :

1. U, = (—-1)"e";
2. Vo=(—1)"n;
3. W, = (=1)"+ .

Exercice 3 Soit la série de terme général w, |,
définie par
_ _1 n+1
Ugp = 759, Untl = 1H(n+2) (n>0).
Montrer que cette série est alternée et conver-

gente.

Exercice 4 Soit f continue décroissante sur
[0, +-00[ telle que lirr+1 f(z) =
Tr—>r+00

1. FEtudier la série de terme général (n > 0)
f(n+1)7r (t) sin(t)dt

2. Cas partzculwr

f n+1

Exercice 5 Montrer, pour tout n € N, on a

Vn+1—+/n<

in(t3)dt (n>1).

2vn

En déduire le comportement de la suite (up)nen

définie par
_y L
o vk

Exercice 6 Soit (u,)nen la suite définie par

:<1+%> <1+%>-~<1+%).

On pose v, = In(u,)
1. Montrer, pour tout x > 0, l’inégalité
2

r—5 <h(l+2)<a

2. En déduire que

_ (n+1)(2n+1) < n<n+1
12n3 - T 2n

n+1
2n

3. Montrer que (vn) converge, et préciser sa li-
mite.

4. Montrer que (u,) converge, et préciser sa li-
mite.

Exercice 7 Soit n un entier naturel, n > 2 ,on

considere la serie de terme général U, = ﬁ )

1. Montrer que cette serie est convergente.

2. Détermmer les réels a et b tels que :
4
=0 40

n2—1 n+1
SN U = 3 —
k=2

4An+2
n(n+1) *

3. En déduire que :

+o0
4. En déduire la somme Y Uy .

k=2

Exercice 8 Considérons la série de terme général
défini par Uy = 0 etUn:m stn>1.

1. Montrer que cette série est convergente.
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2. Décomposer en éléments simples la fraction ra-

- 1
tionnelle XTI -

+o00
3. En déduire la somme Y Uy .
k=1

Exercice 9

Sy =

Notons, pour tout entier n > 1 :

n n—1
(=Pt _ =D
pz::l P pZ::O p+l °

1
1. Calculer [tPdt .
0

n—1
2. Calculer Y (—t)P .

p=0

1
3. Démontrer que S, =1In2 — [ %dt .
0

Ve 1
4. Démontrer que |S, —In2[ < — .

)nfl

n

+o0
5. En déduire la somme Y =
n=1

Exercice 10 Calculer les sommes des séries sui-

vantes apres avoir vérifié leur convergence.
+00 n4l .,
1. Zn:O 3n

2 +0oo 2n—1 .
: n=3 n3—4n ’

3. ;:)@,

S (et - 3.
5 s (1452

6 Zi%ln(cosQ%)ae]O,%[;

Exercice 11 FEtudier, suivant les valeurs de « et 3,
la convergence des séries suivantes :

—+o00

1
2 ne(ln(n))?

n=2

Exercice 12 1. En utilisant une intégrale, mon-
trer que pour tout n > 0 :
— <In(n+1) —In(n) < 1.

2. Pourn >1, on pose H,, =

P
[NgE
x| =

a) Etablir que pour toutn > 1 :
In(n+1) < H, <lIn(n)+ 1.

b) Déterminer un équivalent simple a la suite
(H,) ainsi que sa limite.

3. Pourn >1, on pose u, = H, —In(n+1) .

a) Montrer que la suite (u,) est convergente.

On pose v = linjrz u,. Ce réel est appelé
n—-—+0oo
constante d’Fuler.

b) FEtablir lidentité H, = In(n) + v+ o(1).
4. Pourn>1, on pose S, = Z% )
k=1

a) Montrer que les suites extraites (Sa,) et
(Sont1) sont adjacentes.

b) Quelle est la nature de la suite (S,) ¢
5. Dans cette question, on se propose de calculer
(= lim S,.

n—>-4oo

a) Etablir que pour tout n > 1 :
S2n = HQTL - Hn

b) En exploitant le résultat de la question 3.b,
déterminer £.

6. En discutant selon la parité de n , établir la

magoration : S, —{| < 5.

n
7. Pourn>1, on pose T, = Y + cos(%%) .
k=1

a) Déterminer a,b,c € R tels que
n 1 n—1 1 n—1 1
Tan=a Y5 +0> 505+ s
k=1 k=0 k=0
el 18
b) En déduire que Ty, = Ekz—:lE - 52_:1E.

k
8. Déterminer la limite de la suite (T,)

Exercice 13 Soit p un entier naturel et f une fonc-
tion continue, strictement positive, décroissante sur

+oo
[p, +ool et telle que [ f(t)dt converge.
p

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a p, on

pose S, = En: f(k).
k=p

1. (a) Utiliser la décroissance de f pour montrer
que, pour tout entier naturel n supérieur

ou égal p, on a : S, — f(p) < [ f(t)dt.
P

(b) En déduire que la série de terme général
f(n) est convergente.

On pose désormais, pour tout entier naturel n

+o0o
supérieur ou égal a p, R, = >, f(k).
k=n+1
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2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a p, on a :

/ @)t — f(n) < Ry < / F(t)dt

(b) En déduire une condition suffisante por-

400
tant sur f(n) et [ f(t)dt pour que :

+oo
R, od /f(t)dt

3. Dans cette question, pour tout réel x de

1
2, +00], -
[2, +00], on pose f(z) w(n)?
(a) Montrer que cette fonction vérifie les
quatre hypotheses de [’énoncé ainsi que la
condition trouvée a la question 2b).

(b) En déduire un équivalent, lorsque n

est au wvoisinage de +oo , de R, =
+o0 1

k:%zﬂ k(In k)?

(c) La série de terme général R, est-elle
convergente ¢
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